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Bewertung der Nihrstoffzufuhr durch Fuzzy Sets

B. Wirsam

Evaluation of nutrient intake by fuzzy sets

Zusammenfassung: Fuzzy-Sets sind besonders gut geeignet, die Zufuhr cines Nihrstoffes zu
bewerten. Fiir die Bewertung mehrerer Nihrstoffe erweist sich das harmonische Mittel der einzel-
nen Fuzzy-Werte als angemessener KompromiB. Die Mittellung iiber alle Nihrstoffe ergibt den
sogenannten Prerow-Wert, der zur Beurteilung des Erndhrungsstatus herangezogen werden kann
und dessen Maximierung auch geeignet ist, Ernéhrung zu optimieren.

Summary: Fuzzy sets are especially suitable to evaluate the intake of a nutrient. For the
evaluation of several components, the harmonic mean of the individual fuzzy values proves to be
the best compromise. The mean of all nutrients results in the so called Prerow value, which can be
used for the evaluation of the nutrition status. Maximizing the Prerow value is suitable for
optimizing nutrition.
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1. Scharfe Grenzen

Die Empfehlungen fiir die Nihrstoffzufuhr der Deutschen Gesellschaft fiir Ernih-
rung (1) werden alters- und geschlechtsspezifisch bei den meisten Niahrstoffen als
Mindestbedarf, bei anderen auch als Hochstbedarf angegeben. Bei wieder anderen
sind beide Grenzwerte zu finden.

Im Rahmen der linearen Optimierung (2) werden diese Grenzen fiir einen Nahr-
stoff a in Form von Ungleichungen benutzt.

(11) xa,min Sxa S)‘:a,max

Dabei ist X, ni der Mindestbedarf und x, ,,, der Hochstbedarf einer Person an dem
Nihrstoff a in einem betrachteten Zeitintervall. Die Nahrstoffzufuhr x, soll zwischen
diesen beiden Grenzwerten liegen, was durch (1.1) beschrieben wird.

Die zugelassene Menge ist scharf definiert und hat als ,,Fuzzy Set” das in
Abbildung 1 gezeichnete Aussehen. Die Bewertung der Nihrstoffzufuhr zerfdllt in
einen zugelassenen und einen nicht zugelassenen Bereich.
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Dabei ist
1 fir x,,. <%, < X,
(1.2) p(x,) =

0, sonst.

p(x,) wird als Zugehorigkeitsgrad von x, zur Menge ,,Empfohlene Zufuhr* fiir
den Nihrstoff a bezeichnet.

Bei der Losung von Optimierungsproblemen bereiten diese scharf definierten
Grenzen immer wieder Probleme und fithren dazu, daff es bisweilen keine Losungen
der Optimierungsaufgabe gibt. In der post-optimalen Analyse von Ergebnissen wird
dariiber hinaus hiufig diskutiert, wie durch Aufweichung dieser Grenzen, d.h. durch
Erweiterung des zugelassenen Bereiches, die Erreichung der Optimierungsziele ver-
bessert werden kann.

2. Unscharfe GroBien

Die Soll-Zufuhr stelit in der Praxis meist eine unscharfe Grofie dar (3), die mit
mehreren Termen (unscharfen Mengen) und deren Zugehorigkeitsgraden definiert
werden konnen. Dabei wird, wie in Abbildung 2 sichtbar, festgelegt, bis zu welchem
Grad einzelne Werte den verschiedenen Termen (z.B. geringe, empfohlene, hohe
Zufuhr) zugehoren. Auf diese Weise erfolgt gleichzeitig eine Bewertung der Zufuhr.

#x,)
1.0
0.0 t t
xa,min xu,max xa

. Abb. 2. Fuzzy Sets ,,Soll
geringe empfohlene hohe Zufuhr  Zufuhr®,
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Die Anwendung solcher Fuzzy Sets mit verschiedenen Termen ist fiir Erndhrungs-
analysen, fiir Bewertungen und die verbale Interpretation gut geeignet. Als Daten-
basis im Rahmen von Optimierungsrechnungen fithren sie jedoch durch das Springen
von einem Term zu anderen zu komplizierter Vorgehensweise. Sie werden deshalb
hier nicht weiter untersucht.

3. Fuzzy Set ,,Optimale Zufuhr® und Type-2-Fuzzy-Sets

Fiir die Anwendung eines Fuzzy Sets im Rahmen einer durchgéngigen Bewertung
und als Datenbasis fiir Optimierungsrechnungen ist es sinnvoll, einen iiber den
gesamten Wertebereich definierten Zugehorigkeitsgrad dhnlich wie in Abbildung 3
zu benutzen, wobei x; wieder die Menge des zugefiihrten Nahrstoffes ist.

ulx,)

Abb. 3. Fuzzy Set ,,Opti-
male Zufuhr*

Der Zugehdrigkeitsgrad p(x,) gibt hierbei an, inwieweit der Wert x, zur Menge
,,Optimale Zufuhr“ gehort. Die Optimalitdt ist bei diesem Fuzzy Set eine der
definierten Menge innewohnende Eigenschaft. Das Maximum mit dem Wert 1 gibt
die anzustrebende Zufuhr an, die Struktur der Kurve besagt, wie sich der Zugeho-
rigkeitsgrad zum Fuzzy Set ,,Optimale Zufuhr* bei Variation der Menge x, veridndert.
Insbesondere 148t sich ablesen, wie sehr sich die Bewertung der Zufuhr #ndert,
wenn, vom Optimum ausgehend, die Menge verkleinert oder vergroBert wird. Die
klassischen Nebenbedingungen verlieren ihre Giiltigkeit, die Grenzen werden un-
scharf und nur noch die steilen Flanken der Kurve der Zugehorigkeitsgrade erinnern
an sie.

Um den Zugehorigkeitsgrad u(x,) verbal zu interpretieren, werden nun Type-2-
Fuzzy-Sets iiber das Type-1-Fuzzy-Set ,,Optimale Zufuhr* definiert (5). Die Zuge-
horigkeitsgrade | aus dem Fuzzy-Set ,,Optimale Zufuhr sind nun der neue Wer-
tebereich des Type-2-Fuzzy-Sets.
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0,0 0,5 1,0 Abb. 4. Type-2-Fuzzy-
schlecht bedenklich optimal Set.

Die Benutzung eines Type-2-Fuzzy-Sets hat den groflen Vorteil, daf fiir alle
verschiedenen Niahrstoffe nur ein Fuzzy-Set fiir die verbale Interpretation und die

Bewertung notwendig ist, da der Type-2-Fuzzy-Set unabhingig von der Gestalt des
Type-1-Fuzzy-Sets definiert ist.

4. Operationen

Betrachtet man nicht nur einen Nihrstoff, sondern z.B. zwei Nihrstoffe in einem
Nahrungsmittel, so erhilt man auch zwei Fuzzy Sets, die jeweils angeben, welcher
Zugehorigkeitsgrad zur Menge ,,Optimale Zufuhr” bei der betrachteten Menge x
des Nahrungsmittels fiir den Nihrstoff a oder den Nihrstoff b erreicht wird.
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Xoomt Xtopt Zufuhr*

In Abbildung 5 bezeichnet x die Menge des Nahrungsmittels, das Néhrstoff a
und b enthilt. A ist der Fuzzy Set fiir Nihrstoff g und wird durch u 3 (x) bestimmt,
B ist der Fuzzy Set fiir Nahrstoff b und wird durch [ (x) bestimmt.



234 Zeitschrift fiir Erndhrungswissenschaft, Band 33, Heft 3 (1994)

Gefragt ist, wie die Menge x des Nahrungsmittels, das Nahrstoff a und Nahrstoff b
enthilt, zu bewerten ist.

Im Bereich der gewohnlichen Mengen wire die zur logischen Verkniipfung ,,und*
zugehorige Mengenoperation der Durchschnitt der Einzelmengen. Im Rahmen
der Fuzzy Logik wird der Durchschnitt C zweier Mengen A, B wie folgt definiert

(4.1) C=A~B  mit

Hea(x).= min(p(x),p;(x))

Das bedeutet, daB der Minimum-Operator auf die Zugehorigkeitsgrade der einzel-
nen Nihrstoffe angewendet werden muB, um den Zugehorigkeitsgrad des Nahrungs-
mittels, das Nahrstoff a und b enthilt, zu dem Fuzzy Set ,,Optimale Zufuhr zu
erhalten.,

Dies ist jedoch nur eine in der Fuzzy Logik zogelassene Mbglichkeit der Darstel-
lung der logischen Verkniipfung ,,und”. Es gibt zahlreiche weitere Moglichkeiten
von ,,und“-Operatoren, von denen lediglich gefordert wird, daBl sie sich beim
Ubergang zu gewohnlichen Mengen auch wie die gewdhnliche logische Verkniipfung
,,und“ verhalten.

Tatsdchlich zeigt der Minimum-Operator bei der Anwendung anf Probleme der
Bewertung der Nihrstoffzufuhr und der Erndhrungsoptimierung zwei schwerwiegen-
de Nachteile. Zum einen ist er vollig unsensitiv gegen alle am Minimum nicht
beteiligten Fuzzy Sets, d.h. Kompensationseffekte kénnen mit ihm nicht abgebildet
werden. Zum anderen ist er i.a. nicht glatt, was zu numerischen Schwierigkeiten bei
der Anwendung von Optimierungsalgorithmen fithren kann. Trotz dieser Nachteile
fiir eine Optimierung ist der Minimum-Operator fiir die Erndhrungsanalyse und die
Bewertung von grofler Bedeutung.

Von einem ,,und*“-Operator fiir Anwendungen in der Erndhrung wird verlangt, dafl
er auf jeden Fall den Zugehorigkeitsgrad 0 erzeugt, wenn auch nur ein einziger
Zugehérigkeitsgrad eines einzelnen Nihrstoffes den Wert 0 besitzt, denn die Toxi-
zitdt durch Unter- oder Uberdosis eines Nihrstoffes innerhalb der Gesamtnahrung
iiber den betrachteten Zeitraum wird kaum durch die anderen Zugehdorigkeitsgrade
kompensiert werden konnen. Fir den Fall gleicher oder sehr dicht beieinanderlie-
gender Ergebnisse des Minimum-Operators wird verlangt, dafl die durchschnittliche
Giite der iibrigen, nicht am Minimum beteiligten Néhrstoffe den Ausschlag gibt. Es
wird jedoch auch verlangt, daB dieser Operator moglichst dicht am Minimum-Ope-
rator liegt, weil die Giite einer Erndhrung in der Regel doch durch das schwichste
Glied in der Einzelbewertung der Nihrstoffe wesentlich bestimmt wird. Von den
Durchschnittsoperatoren, die fiir eine ,,und“-Verkniipfung verwendet werden konnen,
fillt der Operator der arithmetischen Mittelung wegen Verletzung gleich zweier
Forderungen aus. Die beiden Operatoren ,,geometrische Mittelung” und , harmoni-
sche Mittelung® zeigen die gewiinschten Eigenschaften und sollen deshalb hier
niher untersucht werden.
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5. Geometrisches und harmonisches Mittel

Fiir zwei Fuzzy Sets sind diese beiden Mittelungen wie folgt definiert.
Das geometrische Mittel:

5.1 Hgeo(X):= [ pr5(x) - p5(x)

Das harmonische Mittel:

2p3(¥)-p5(x) _ 2
(%) +a5(x) 1 1
pi(x)  pg(x)

(5.2) Hyarn{X):=

Im Falle von n Fuzzy Sets Zi (i =1,..,n)
sind die beiden Mittel definiert als

63) = LI

n

54 B %)= 1

i=l .u,zi(x)

Die drei Operatoren Minimum, geometrisches Mittel und harmonisches Mittel sind
fiir den Fall zweier Fuzzy Sets in Abbildung 6 dargestellt.

#(x)
1,0

0,0 —

Abb. 6. Die Wirkung der Operatoren Minimum, harmonisches Mittel und geometrisches Mittel.
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Wie anhand der Abbildung 6 zu vermuten ist, gilt ganz allgemein, dafl das
geometrische Mittel grofer als das harmonische Mittel und dies wiederum natiirlich
groBer als das Minimum ist. Das harmonische Mittel ist zu bevorzugen, da es sich
dem Minimum besser anschmiegt. Es beriicksichtigt Kompensationseffekte. Im Bei-
spiel aus Abbildung 6 wird das Optimum bei Anwendung des Minimum-Operators
durch Wechsel zur harmonischen Mittelung etwas nach links verschoben. Dies
entspricht auch der Vorstellung, da3 der gréflere Zuwachs des Zugehorigkeitsgrades
pz(x) den schwachen Abfall von ps(x) bei kleineren x-Werten iiberkompensiert.

Beim Vergleich von geometrischer und harmonischer Mittelung bei Anwendung
sehr vieler Variablen — so wie es ja bei Erndhrungsbewertungen der Fall ist — fallt
auf, daB die geometrische Mittelung viel schwicher auf einzelne Ausreiffer nach
unten reagiert als die harmonische Mittelung. Dieses sensible Reagieren auf Aus-
reiBer nach unten ist aber gerade eines der wichtigen Kriterien fiir einen ,,und“-
Operator im Rahmen der Erndhrungstheorie.

Von allen zur Verfiigung stehenden ,,und“-Operatoren hat sich damit der Operator
der harmonischen Mittellung als der am besten geeignete herausgestellt.

Auf der Basis der Fuzzy Sets ,,Optimale Zufuhr* wird nun der Prerow-Wert
(PW) als das harmonische Mittel iiber die Zugehorigkeitsgrade zum Fuzzy Set
,,Optimale Zufuhr* aller in einer Nahrung enthaltenen Nihrstoffe definiert:

(5.5) psz_"l_
2

i=1 ”;‘(xi)

wobei n die Anzahl der betrachteten Nihrstoffe ist und pa, (x;) der Zugehdorigkeits-
grad zum Fuzzy Set ,,Optimale Zufuhr des Néhrstoffes i bei Zufiihrung der Menge
xi auf der Basis der DGE-Empfehlung.

Dieser Wert eignet sich zusammen mit den Fuzzy Werten der einzelnen Nihrstoffe
fiir die Bewertung und fiir die Erndhrungsanalyse.

6. Beispiel

Die bisherige Vorgehensweise soll nun an einem konkreten, jedoch stark verein-
fachten Beispiel erldutert werden. Es soll untersucht werden, welche Zugehorigkeits-
grade den Fuzzy Set ,,Optimale Zufuhr* beim Verzehr von Buttermilch bestimmen
und wie die besprochenen Operatoren auf die Fuzzy Sets wirken.

Es steht auBer Frage, da die hier angefiihrte Buttermilch allein nicht als optimales
Nahrungsmittel eingesetzt werden kann. Das Beispiel soll aus methodischen Griinden
lediglich stark vereinfacht aufzeigen, wie die Zufuhrmenge der Nihrstoffe als
Fuzzy-Set dargestellt werden, wie die Operatoren wirken und zu welchem Optimum
(= KompromiB) sie filhren. Um die Wirkung grafisch deutlich darzustellen, muBten
zwei weit auseinanderliegende Fuzzy-Sets (Protein und Energic) eines schon aus
diesen Griinden nicht optimalen Lebensmittels gewdhlt werden.

Nach Herstellerangaben (Staatliche Molkerei Weihenstephan) enthalten 100 g
frische Buttermilch u.a. 3,2 g Proteine und 40 kcal (169 kJ) Energie.

Auf der Basis der DGE-Empfehlung wird fiir einen 50jdhrigen Mann mit Normal-
gewicht eine Energiezufuhr von 2400 kcal/Tag (10 MJ) und eine Proteinzufuhr von
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53 g als optimal angesehen. Fiir die Proteinzufuhr wiirden bereits 1,67 1 Buttermilch
ausreichen, um die empfohlene Zufuhr zu erreichen, dagegen miiite zur Deckung
der Energiezufuhr die unrealistische Menge von 6 1 Buttermilch getrunken werden.

Die DGE-Empfehlung stellt jeweils das Maximum der Kurve dar. Die genaue
Form der Kurve ergibt sich aus der Festlegung weiterer Punkte gemifl der Type-2-
Fuzzy-Sets und durch Approximation durch die in der Fuzzy Theorie fiir solche
Zwecke vorgesehenen Parabeln (4).

Auf die so ermittelten und in Abbildung 7 dargestellten Zugehtrigkeitsgrade
werden die besprochenen Operatoren ,,Minimum®, ,,harmonisches” und ,,geometri-
sches Mittel” angewandt. Die Ergebnisse sind ebenfalls als Kurve in der Abbildung
7 eingezeichnet. Es ist wieder klar zu erkennen, daBl bei stark asymmetrischer
Verteilung der Zugehorigkeitsgrade der Operator der harmonischen Mittelung dichter
am Minimum-Operator liegt als der Operator der geometrischen Mittelung. Beide
Operatoren fithren zu einem Maximum, das gegeniiber dem Maximum des Mini-
mumoperators etwas nach rechts verschoben ist.

Das Maximum des Zugehdrigkeitsgrades zum Fuzzy Set ,,Optimale Zufuhr von
Energie und Proteinen” auf der Basis des harmonischen Operators stellt einen
Kompromif} dar und gibt als Resultat den Wert 4,6 1 Buttermilch und den Zugeho-
rigkeitsgrad 0,75 an. Der Type-2-Fuzzy-Set ordnet diesem Zugehorigkeitsgrad ziem-
lich eindeutig den Term ,,bedenklich® zu. Dies ist auch einleuchtend, da nicht
gleichzeitig eine gute Versorgung mit Proteinen und Energie mit Buttermilch alleine
auf Dauer méglich ist.

u(x)

Abb. 7. Zugehorigkeitsgrad up(x) (fiir Proteinzufuhr), pze(x) (fir Energiezufuhr) zum Fuzzy Set
,,Optimale Zufuhr®, sowie das Ergebnis der Operatoren ,,Minimum®, ,,harmonisches Mittel“ und
,,geometrisches Mittel” bei der Zufuhr von Buttermilch.
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7. Ausblick

Bewertungs- und Entscheidungsprobleme in der menschlichen Erndhrung betrachten
eine komplizierte zeitliche Folge unterschiedlicher Speisearten in Form von Gerich-
ten, Menues, Mahlzeiten usw. Die dort moglichen Mengen- und Artenvariationen
filhren dann nicht zu relativ einfachen Kurven fiir die Fuzzy Sets und den sie
definierenden Zugehorigkeitsgraden, sondern zu komplexen, n-dimensionalen hoch-
gradig nichtlinearen Hyperflichen des Prerow-Wertes, die mit manchen Energie-
flachen in der Physik vergleichbar sind. Die Topologie dieser Landschaften ist
ausschlaggebend dafiir, mit welchen Algorithmen nach Erhebungen und Senken,
Tilern und Gipfeln gesucht wird.

Durch zwei- und dreidimensionale Schnitte kann eine anschauliche Darstellung
dieser Landschaften erreicht werden. Grafische Interpretationen iiber synergetische
Ergéinzungen von Nahrungsmitteln, Austauschbarkeit und Beitréige zur Vollwertig-
keit sind moglich.

Bei der Anwendung auf reale Probleme der Ernhrungsberatung sind neben den
Fuzzy Sets fiir die Nahrstoffe noch weitere Einflufgrofien wie individuelle Aversio-
nen oder Priferenzen sowie Kosten usw. zu beriicksichtigen.

Die Arbeit soll nachvollziehbar machen, wie man von den scharfen Grenzen bei
der linearen Optimierung iiber die unscharfen GroBen aus der Arbeit von Lehmann
{1993) zu den von uns benutzten Fuzzy Sets gelangt.

Zwischenzeitlich konnten die beschriebenen Fuzzy Sets und die Operatoren er-
folgreich fiir Erndhrungsanalysen und Optimierungen mit verschiedenen Zielen an-
gewandt werden.

Fiir ihr groBes Interesse an dieser Arbeit und zahlreiche Diskussionen sei
Dr. Renate Albat (Linden), Prof. Dr. Georg Karg (Miinchen) und Prof. Dr. Claus
Leitzmann (GieBen) gedankt. Fiir die Uberarbeitung des Manuskripts méchte ich
Herrn Dozent Dr. Andreas Hahn (Hannover) danken.
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